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MATHEMATICS 
SUR UN PROBLEME DE LITTLEWOOD 
PAR 
J. P. KAHANE 
(Communicated by Prof. J. F. KoKSMA at the meeting of February 23, 1957) 
M. LITTLEWOOD a pose le probleme suivant: existe-t-il une serie de 
00 00 
Fourier 2,{3 .. sin nx a coefficients positifs, telle que 2,{3 .. cos nx ne soit pas 
1 1 
une serie de Fourier? Nous repondons affirmativement, en produisant un 
00 
exemple. Un tel exemple montre qu'il existe une serie de Fourier L,c .. einx 
-00 
00 
telle que L,[c .. [ein"' ne soit pas une serie de Fourier. La condition necessaire 
-00 
00 
trouvee par M. w. RuDIN 1 ) pour que 2,<p(c .. ) einx soit une serie de Fourier 
-oo 
00 
des que 2,cn einx est une serie de Fourier, a savoir que <p(z) satisfasse une 
-00 
condition de Lipschitz au voisinage de 0, n'est done pas suffisante. 
Pour produire cet exemple, nous construirons une fonction reelle 
00 
sommable f r-.~ L,b .. sin nx dont la conjuguee 
1 
" f(x) =-~lim J f(x+t)-f(x-t) dt 
n ,_, 0 2 tg tj2 
• 
ne soit pas sommable, et telle que [bn[ < b: pour tout n, la suite b~ etant 
00 00 00 
convexe avec "2):/n<oo. On sait alors 2) que L,b: cos nx et L,b: sin nx 
1 1 1 
00 
sont des series de Fourier. Par contre, L,b .. cos nx n'est pas une serie de 
1 
Fourier (car cette serie est presque partout sommable (C, 1) vers { 3 ) 
et, si elle etait serie de Fourier de gEL, elle serait p.p. sommable (C, 1) 
vers g 3), d'ou f=g p.p. et 1 E L). Ainsi il suffira de prendre f3n=b:-b .. 
pour avoir l'exemple desire, a coefficients positifs. 
Cette methode est inspiree de celle qui nous a permis de construire une 
1 ) W. RUDIN, Comptes rendus Acad. Sciences 243, 638 (aout 1956). 
2 ) ZYGMUND, Trigonometrical series, p. 112. 
3 ) ibid., p. 49-50. 
269 
IE A telle que Ill ¢A, A etant la classe des fonctions sommes de series 
de Fourier absolument convergentes 4). 
Oalculs preliminaires. A toute fonction rp impaire nous associerons, si 
elle existe, la fonction paire 
x-e oo 
J J :t!:a ljj(x) = lim + x-t t. 
E-->-0 
-co ::c+e 
Soit (/JIX,{J la fonction impaire egale a l sur [ex, ,B] (O<ex<,B< lje) et nulle 
sur (0, ex) et (,B, oo). On calcule facilement 
- lx2-.x21 ljxj-.xl f3 
rp"',p(x)= log x2 -f32 >log lxl-{3 -log~. 
Posons 15=,8-ex et soit l un nombre compris entre 0 et ex. On a 
(l) 
Z+<'l Z+<'l .x+<'l Z+a 
= b log- + llog- - llog -- > b log-(J l <X 0 
et 
1 cx-l £¥-l 
J ljj"',fJ > J log ~=:ax- ex log~= 
(2) 0 0 Z+<'l .x+o 
= t5log (l +b)+ llog -z- +(ex log ex- ,B log ,B)- ex log -.x- > 
> b log (l + b) + 0- b (log ,B + l) - b > b log (l + b) 
en vertu de l'hypothese ,B < e-2• 
Construction de I reelle impaire periodique telle que I E L et 1¢ L. On 
00 
prendra 11 = 'J)iffJi avec rpi = rp"'J'fJJ et hi> 0. Les nombres exi, ,Bi, li seront 
1 
choisis de fa<;on que 
(3) ,Bi+1 +li+1 < exi-li 
et 
(4) 
Designons par E Ia reunion des segments [,Bi, ,Bi, + li]. Comme le lecteur 
00 
demontre aisement, on aura A= 2,hi!jji. Remarquons que rpi est positif sur 
1 
(,Bi, oo) et negatif sur (0, exi); d'apres (3), on a 
') J. P. KAHANE, Journal de Math. pures et appliquees 35, 249-259 (1956). 
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Or, d'apres (1), (2) et (4), la derniere parenthese est superieure a lc5i log I/c5i. 
Pour avoir 11 E L sur [ -n, n] et / 1 ¢: L au voisinage de 0, il suffit done 
d'avoir, avec (3) et (4), les conditions 
00 
(5) 
et 
( 6) 00 1 :L h. 15. log- = oo. 
1 1 1 r5i 
Maintenant, soit l(x) """'l1(x) sur [ -n, n] et periodique a periode 2n. 
Alors on veri:fie facilement que / 1 - nf est sommable au voisinage de 0. 
Done, moyennant (3) (4) (5) et (6), on a IE L et 1 ¢:L sur [ -n, n]. 
00 00 
Soit alors I ,..._, :Lbn sin nx; ainsi qu'on l'a vu dans }'introduction, :Lbn cos nx 
1 1 
n'est pas une serie de Fourier. 
Calcul de b.,. Nous choisirons maintenant les nombres !Xi, {li, hi de la 
maniere suivante: 
pour 2N < j < 2N+l, no us prendrons 
IXi+{Ji= 3.2-N -j· 4-N 
c5i={Ji-1Xi=tN= lOO-N 
hi= kN= lOON ·N-2 • 2-N 
On veri:fie que les conditions (3), (4), (5), (6), sont satisfaites avec li=4-N-3 • 
" Evaluons nb11 = I I· sin nx 
0 
(7) 
avec 
oo n 
nbn = L hi I rpi sin nx= L kN d.,,N 
i-1 0 N 
n 
d.,,N= L I rpi sin nx 
zN.;;,i< zN+l o 
La derniere somme peut se transformer en remarquant que c5i y est 
constant (ega} a tN) et que }es 1Xi+(3i y forment UDe progression arith-
metique. Ainsi 
d = !sin~t sin (n2-N-2) sin (n4-N-l) (3·2N +1)) 
n,N n 2 N sin (n 4-N-1) 
d'ou les inegalites: 
(8) 
(9) 
(10) 
l d I < n-1 2N+1 n,N 
I d.,,N I < tN I sin (n 4 -N-1) 1-1 
ldn,NI < tN2N+ 2 Isin(n2-N-2)1 
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Pour majorer (7), nous partagerons la somme .LkNidn,NI en trois parties: · 
N 
a) pour N <.M avec M = (1/100) [log n], on a d'apres (8) 
""k ld I < n- 1 lOOM< n- 112 £., N n,N 
N 
b) pour N>M et !sin (n4-N-1)1>2-NVN, on a d'apres (9) 
I d ·I < t 2N N -112 n,..\ N 
d'ou 
LkNidn,N I< .LN-512 < M-8/2 
N N 
c) pour N>M et !sin (n 4-N-1)1 <. 2-NVN, nous majorerons d'abord 
ldn,N'I quand N <.N' .,;;;;,2N; d'apres (10), on a, en remarquant que 
done 
I sin (n 2-N'-2) I <. 22N-N'I sin (n 4 -N-1) 1, 
idn,N'I < fN,2N+ 2 VN 
L kN'idn,N'I < 8 N-3/2 
N~N1 ~2N 
Or on peut recouvrir !'ensemble des N satisfaisant c) par une suite de 
segments [Nq, 2Na], tous les Nq satisfaisant c), et NH1 > 2Na; on a done 
L kN idn,N I < 8 L N;;- 812 < 16 M-S/2 
N 
la somme etant etendue aux N satisfaisant c). 
En ajoutant membre a membre les inegalites obtenues sous les con-
ditions a), b), c), on obtient la majoration desiree de (7): 
(n--+oo) 
00 
Pour que .L(b!- b,.) sin nx soit une serie de Fourier sans que 
00 1 
.L(b!- b,.) cos nx le soit, les coefficients {3,. = b!- b,. etant positifs, il suffira 
1 
de prendre (comme nous l'avons explique au debut de cette note) 
b!=K (log n)-312 avec K assez grand. 
